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ЭФФЕКТИВНОСТЬ РАЗРУШАЮЩЕГО ВОЗДЕЙСТВИЯ МЕЛЮЩИХ ТЕЛ  
В ГОРИЗОНТАЛЬНОЙ ПЛАНЕТАРНОЙ МЕЛЬНИЦЕ 
В статье представлены методы расчета разрушающей способности мелющих тел, содержа-
щихся в планетарной мельнице с внешней обкаткой барабанов, при основных видах деформа-
ции, таких как сжатие, удар и истирание. Приведены результаты расчета за один полный оборот 
водила при различных угловых скоростях размольного барабана. Установлено, что разрушаю-
щие напряжения при всех видах нагружения превышают предел прочности материала.  
The paper presents methods for calculating the destructive capacity of grinding media contained in 
a planetary mill, the main types of deformation such as compression, impact and abrasion. The results 
of calculation for one complete revolution drove at different angular speeds grinding drum. Found that 
the breaking strength of all types of loading exceeds the tensile strength of the material. 
Введение. Планетарные мельницы являют-
ся высокоэффективными измельчающими агре-
гатами. Их исследования проводятся во многих 
странах, в том числе и авторами данной работы 
[1]. Изучена механика и установлены основные 
режимы движения мелющих тел в помольном 
барабане. Определены границы характерных 
зон загрузки в целом. Они распределяется в 
виде сегмента, смещенного относительно води-
ла на некоторый угол [2]. В пределах сегмента 
можно выделить зоны безотрывного движения, 
скольжения и отрыва, каждая из которых ха-
рактеризуется преимущественным способом 
разрушающего воздействия на материал: раз-
давливанием, истиранием и ударом. 
Влияние каждого из указанных способов воз-
действия на эффективность измельчения оце-
нивалось только косвенно, без расчета разру-
шающих напряжений. В связи с этим целью 
данной работы является количественная оценка 
разрушающего воздействия мелющих тел на 
измельчаемый материал. 
Основная часть. В качестве объекта для 
аналитических исследований выбрана гори-
зонтальная планетарная мельница с внешней 
обкаткой. Как и в большинстве исследованных 
ранее вариантов конструкций, радиус барабана 
принят r = 0,1 м, геометрический критерий 
/ 0,5,k r R= =  степень загрузки 50%. Посколь-
ку экспериментальные исследования показали, 
что наибольшая эффективность достигается-
при центрифугальном режиме движения за-
грузки, то анализу подвергался только этот 
режим. Изменение границ помольных зон для 
него представлено на рис. 1. Видно, что для 
устойчивого центрифугального режима основ-
ной зоной является безотрывное движение, но 
ближе к центру барабана имеет место сколь-
жение и даже отрыв мелющих тел с после-
дующим их падением. 
 
Рис. 1. Изменение границ помольных зон: 
а – сжатие; б – удар; в – истирание 
 
Ввиду того что разрушающие напряжения в 
планетарной мельнице ранее не рассчи-
тывались, принято решение по возможности 
установить их максимальные значения в харак-
терных точках сегмента загрузки. Таковыми 
являются точки зоны безотрывного движения, 
соприкасающиеся со стенкой барабана, и точки 
по внешней границе двух других зон. Причем в 
зонах скольжения и отрыва напряжения в раз-
рушаемом материале определялись только в 
одной точке, находящейся на пересечении гра-
ницы зоны и прямой, проведенной через центр 
барабана, перпендикулярно водилу. Руково-
дствуясь принципом достижения максималь-
ных напряжений, в качестве основного техно-
логического параметра принята максимальная 
угловая скорость барабана ω = 180 рад/с. С це-
лью сравнения расчеты проводились и для уг-
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ловой скорости ω = 90 рад/с. Диаметр мелющих 
тел (стальных шаров) принят d = 18,5 мм, час-
тиц измельчаемого материала – 3 мм. В качест-
ве измельчаемого материала при аналитических 
исследованиях использовался гипсовый камень 
с пределом прочности на сжатие σсж = 10 МПа. 
На начальном этапе исследовалась преобла-
дающая в данном случае зона сжимающего 
воздействия. Сила давления мелющих тел на 
частицу материала, находящегося на поверхно-
сти барабана, рассчитывалась по предложенной 
ранее модели [3] с учетом взаимодействия ме-
лющих тел: 
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          (1) 
где rш – радиус мелющего тела, м; ρ – плотность 
измельчаемого материала, кг/м3; ri – текущий  
радиус, м; r0 – нулевой радиус, м; ω – угловая 
скорость барабана, рад/с; ψ, ϕ – текущий угол и 
угол поворота водила соответственно, град. 
Расчеты сжимающих напряжений прово-
дились при фиксированном положении бараба-
на с углом поворота водила ϕ = 45° (рис. 1). 
При этом определялось их значение по всему 
сегменту загрузки с интервалом ψ = 15°. Ре-
зультаты расчета, представленные на рис. 2, 
свидетельствуют о том, что в пределах сегмен-
та загрузки сжимающие напряжения изменяют-
ся циклически. Таким образом, даже в одном 
фиксированном положении процесс воздейст-
вия мелющих тел на материал не статичен. Ес-
тественно, в каждом новом положении силовое 
воздействие будет изменяться, и за счет этого 
обеспечится нестационарное динамическое 
разрушение материала. О том, что разрушение 
происходило бы даже при статическом прило-
жении нагрузки, свидетельствует величина 
сжимающих напряжений (рис. 2), которая при 
угловой скорости барабана ω = 180 рад/с в пре-
делах всего сегмента загрузки превышает пре-
дел прочности гипсового камня на сжатие. 
С уменьшением угловой скорости до 90 рад/с 
разрушение материала будет происходить толь-
ко в отдельных местах сегмента, где отмечают-






Рис. 2. Изменение сжимающих напряжений в сегменте загрузки:  
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Но с учетом динамизма процесса можно ут-
верждать, что даже при такой угловой скорости 
материал будет разрушаться, хотя и менее эф-
фективно. Этот факт, кстати, подтверждается 
экспериментальными данными [4]. 
Оценить ударное воздействие гораздо слож-
нее, чем раздавливающее. Здесь необходимо 
определить силу удара мелющего тела о час-
тицу материала и площадь их контакта в мо-
мент удара. Силу удара можно определить  че-
рез ударный импульс: 
y ,m Fυ = τ                            (2) 
где m – масса мелющего тела, кг; υ – скорость 
тела в момент удара, м/с; τ – время разрушения, с. 
Время деформации τ = 2L / c, где L – харак-
терный размер разрушаемой частицы, м; с – 
скорость звука в твердом теле, м/с. 
Неизвестной остается скорость соударения. 
Скорость полета мелющего тела после отрыва 
можно определить, трансформировав разрабо-
танную и опробированную нами методику рас-
чета высоты его падения [5]. 
Уравнения движения мелющего тела по кри-
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Совместное решение этих уравнений с урав-
нением окружности барабана позволяет опре-
делить координаты соприкосновения мелюще-
го тела с ним и время полета: 
0 0
0 0
(1 )sin sin .
(cos cos )
− + ϕ + ψ= ω ϕ + ψ
x R k rt
kR
         (5) 
Продифференцировав уравнения (3) и (4), 
получим расчетные зависимости для определе-
ния составляющих скорости движения мелю-
щего тела по криволинейной траектории: 
0 0(cos cos );x kR′ = ω ϕ + ψ               (6) 
0 0(sin sin ) .y kR gt′ = ω ϕ + ψ −            (7) 
Подставив в уравнения (6) и (7) значение 
времени падения, рассчитанное по формуле (5), 
определим составляющие x′ и y′ и полную ско-
рость во время удара 2 2( ) ( ) .x y′ ′υ = +  
Для упрощения примем, что измельчаемый 
материал в момент удара остается неподвижным 
и при соприкосновении мелющего тела с части-
цей реализуется прямой удар. Ситуация, конечно, 
несколько идеализирована, но на начальной ста-
дии исследований это вполне допустимо, и, глав-
ное, такое допущение дает возможность по урав-
нению (2) сразу рассчитать силу удара Fy. 
Для определения площади контакта исполь-
зуем методику, основанную на теории Герца и 
опробованную Шараповым [6]. 
Площадь контакта предлагается рассчи-
тывать по формуле 
2
2 22= π − π ×S R R  
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 (8) 
где R1, R2 – соответственно радиус шара и ма-
териала, м; h – глубина проникновения мелю-
щего тела сферической формы в измельчаемый 
материал, м. 
Значение h определялось исходя из выра-
жения 
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                (9) 
где m1, m2 – соответственно масса шара и из-
мельчаемой частицы, кг; E1, E2 – модуль Юнга 
мелющего тела и материала; μ1, μ2 – коэффици-
енты Пуассона для шара и материала; υ1, υ2 – 
скорости, с которыми двигаются соответствен-
но шар и материал, м/с. 
Еще одним проблемным вопросом является 
определение предела прочности материала при 
ударе, связь которого с пределом прочности на 
сжатие (σy = 1,2σсж) удалось установить кос-
венно из работ Черепанова [7].  
Предложенный алгоритм расчета ударных 
напряжений был реализован для всех восьми 
положений размольного барабана (рис. 3). 
Расчетные зависимости (рис. 3) показыва-
ют, что ударные напряжения значительно выше 
сжимающих и на несколько порядков превы-
шают предел прочности материала при таком 
виде нагружения. Причем изменение угловой 
скорости от 180 до 90 рад/с не существенно 
влияет на величину напряжений. Интересным 
фактом является и то, что ударное разрушаю-
щее воздействие проявляется только в диапазо-
не углов поворота водила φ = 90– 270°. Объяс-
нение этому кроется в относительном движе-
нии барабана и мелющих тел в остальных трех 
положениях φ = 315°; 0°; 45°. Здесь барабан 
поднимается вверх и догоняет оторвавшееся и 
падающее мелющее тело.  




Рис. 3. Изменение ударных напряжений за один оборот водила: 1 – ω = 180 рад/с; 2 – ω = 90 рад/с 
 
Эти рассуждения подтверждаются расчетны-
ми значениями высоты падения мелющих тел, 
представленными в работе [5]. Она приближает-
ся к нулевому значению. Некоторое снижение 
ударных напряжений при φ = 180° объясняется 
уменьшением воздействия на траекторию паде-
ния мелющего тела переносной инерционной си-
лы, направленной горизонтально вдоль водила. 
С определенными трудностями авторы стол-
кнулись при определении истирающих напряже-
ний. Процесс истирающего разрушения изучен 
слабо, нет его надежных и адекватных физиче-
ских и математических моделей. Поэтому вос-
пользуемся одной них, предложенной ведущим 
специалистом по теории измельчения Ходаковым 
[8]. Она основана на аналогии процессов исти-
рающего разрушения при шлифовании (рис. 4). 
 
 
Рис. 4. Расчетная схема определения 
площади сегмента 
 
Предположим, что мелющее тело за счет 
силы давления внедряется в материал на глу-
бину h0 и под действием тангенциального уси-
лия Fτ срезает слой материала. 
Тангенциальное усилие определим из усло-
вия скольжения мелющих тел в сегменте за-
грузки Fτ ≥ fN, где N – нормальная реакция свя-
зи; f – коэффициент трения скольжения. Нор-
мальная реакция связи противоположно на-
правлена и равна по модулю силе давления  
⎪N⎪ = ⎪Fp⎪, рассчитываемой по формуле (1). 
Площадь контакта Sc мелющего тела с час-
тицей материала при истирании является сег-
ментом, ограниченным радиусом шара rч и глу-
биной его проникновения h0 в материал (рис. 4), 





r l c r h
= − −                 (10) 
где 
0 ч 02 (2 ),c h r h= −                     (11) 
ч0,01745 ,l r= α                       (12) 
здесь α – угол, в который заключен искомый 
сегмент, град. 
Глубина проникновения мелющего тела в 
частицу материала h0 согласно с теорией Герца 








−⎡ ⎤−μ= ⎢ ⎥⎣ ⎦
            (13) 
где μ – коэффициент Пуассона; Е – модуль уп-
ругости измельчаемого материала, МПа. 
Предел прочности при срезе согласно моде-
ли Прандтля [8] τср = σт / 2, где σт – предел те-
кучести, составляющий 0,65 от предела проч-
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Результаты расчета истирающих напряже-
ний в тех же самых восьми положениях бара-
бана, что и ударные, представлены на рис. 5. 
Здесь можно отметить несколько особенностей. 
Во-первых, истирающие напряжения соиз-
меримы с ударными и значительно выше сжи-
мающих, а также предела прочности на срез. 
Во-вторых, при меньшей угловой скорости  
ω = 90 рад/с истирающие напряжения имеют 
большие значения и характеризуются явным 
экстремумом при ϕ = 180°.  
Этот факт скорее всего обусловлен более вы-
сокой подвижностью скользящих мелющих тел 
(скоростью скольжения) из-за уменьшения силы 
давления. Пиковое значение напряжения прояв-
ляется в тот момент, когда переносная инерцион-
ная сила максимально способствует повышению 
этой подвижности. При значительном увеличе-
нии угловой скорости барабана (до 180 рад/с) 
скольжение мелющих тел уменьшается. Зона с 
таким движением постепенно трансформируется 
в безотрывную. Поэтому истирающие напряжения 
уменьшаются и стабилизируются по величине. 
Полученные результаты можно считать пер-
вым шагом в изучении разрушающего воздейст-
вия мелющих тел в планетарной мельнице. Они 
требуют детального анализа, дополнительных 
расчетов, экспериментальной проверки. 
Пока нельзя делать скорополительных вы-
водов о преимуществах какого-то способа воз-
действия с точки зрения эффективности из-
мельчения. Несмотря на то, что сжимающие 
напряжения значительно ниже ударных и ис-
тирающих, цикличность их изменения суще-
ственно выше. Кроме того, площадь зоны без-
отрывного движения намного превышает две 
другие.  
Поэтому для адекватной оценки каждого из 
способов необходимо развивать исследования в 
направлении совершенствования физической и 
математической моделей разрушения материа-
лов в планетарной мельнице. Важным является 
и определение пределов прочности измельчае-
мых материалов при различных способах на-
гружения. Весь этот комплекс работ предстоит 





Рис. 5. Изменение истирающих напряжений за один оборот водила: 
а – ω = 180 рад/с; б – ω = 90 рад/с 
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Заключение. В представленной работе сде-
лана попытка увязать механику движения ме-
лющих тел с их разрушающим воздействием на 
измельчаемый материал. Предложена методика 
и алгоритм расчета разрушающих напряжений 
при раздавливающем, ударном и истирающем 
воздействиях. Показано, что при всех видах 
нагружения разрушающие напряжения превы-
шают предел прочности материала. 
Работу можно считать начальным этапом в 
новом направлении исследования планетарной 
мельницы. Она имеет хорошие перспективы 
как в научном, так и в практическом плане. 
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